
問題 1 以下の問いに答えよ．

(1) cos
5
12

𝜋 の値を求めよ．

(解答) cos
5
12

𝜋 = cos(
𝜋
4
+
𝜋
6 )

= cos
𝜋
4
cos

𝜋
6
− sin

𝜋
4
sin

𝜋
6
=
√
6 −

√
2

4
.

(2) 座標平面上のベクトル 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2)は，その大きさが
√
13で，𝑏 = (7, 4)に垂直であり，か

つ 𝑎1 > 0であるという．ベクトル 𝑎の成分 𝑎1, 𝑎2の値を求めよ．

(解答)

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎩

𝑎21 + 𝑎22 = 13
7𝑎1 + 4𝑎2 = 0
𝑎1 > 0

を解くことで，𝑎1 =
4√
5
, 𝑎2 = −

7√
5
となる．

(3) 方程式 𝑧6 = 1の解のうち，虚数解の一つを 𝛼 とする．𝑡 = 𝛼2 +
1
𝛼2 とおくとき，𝑡2 − 𝑡 の値

を求めよ．
(解答) 𝑡2 − 𝑡 = 𝛼4 −

1
𝛼2 − 𝛼2 +

1
𝛼4 + 2であり，𝛼4 =

1
𝛼2 と 𝛼2 =

1
𝛼4 より，𝑡2 − 𝑡 = 2となる．

(4) 関数 𝑓 (𝑥) =
√
3𝑥 + 1

−𝑥 +
√
3
の逆関数を求めよ．

(解答) 𝑥 について解くと 𝑥 =
√
3𝑓 (𝑥) − 1

𝑓 (𝑥) +
√
3
となる．よって逆関数は 𝑓 −1(𝑥) =

√
3𝑥 − 1

𝑥 +
√
3
と

なる．
(5) 関数 𝑓 (𝑥) = (1 − 𝑥2)𝑒−𝑥2 の導関数を求めよ．

(解答) 𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥(𝑥2 − 2)𝑒−𝑥2 .

問題 2 関数 𝑓 (𝑥)を次のように定める．

𝑓 (𝑥) =
2𝑥

𝑥2 + 1

曲線 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 上の点 (𝑡, 𝑓 (𝑡)) における接線を 𝓁 とする．0 < 𝑡 < 1 のとき，曲線 𝑦 = 𝑓 (𝑥) の
0 ≦ 𝑥 ≦ 1の部分と直線 𝓁 および 2直線 𝑥 = 0, 𝑥 = 1で囲まれた図形の面積を 𝑆(𝑡)とする．以下
の問いに答えよ．

(1) 𝑆(𝑡)を求めよ．
(解答) 𝑓 ′(𝑥) =

−2(𝑥2 − 1)
(𝑥2 + 1)2

, 𝑓 ′′(𝑥) =
4𝑥(𝑥2 − 3)
(𝑥2 + 1)3

より，0 ≦ 𝑥 ≦ 1において 𝑓 ′(𝑥) > 0, 𝑓 ′′(𝑥) < 0

となるため，この区間における接線 𝓁 は曲線 𝑦 = 𝑓 (𝑥)の上側にある．接線の方程式は
𝑦 = 𝑓 ′(𝑡)𝑥 +

4𝑡3

(𝑡2 + 1)2
であるため，𝑆(𝑡)は

𝑆(𝑡) = ∫
1

0

{
𝑓 ′(𝑡)𝑥 +

4𝑡3

(𝑡2 + 1)2
−

2𝑥
𝑥2 + 1

}
𝑑𝑥 =

4𝑡3 − 𝑡2 + 1
(𝑡2 + 1)2

− log 2

となる．
(2) 𝑆(𝑡)の最小値を求めよ．

(解答) 𝑆′(𝑡) =
−2𝑡(2𝑡 − 1)(𝑡2 − 3)

(𝑡2 + 1)3
より，𝑆(𝑡)は 𝑡 =

1
2
のとき最小値 4

5
− log 2となる．
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問題 3 正の定数 𝑎と，0以上の整数 𝑚, 𝑛に対して，

𝐼 (𝑚, 𝑛) = ∫
𝑎

0
𝑥𝑚(𝑎 − 𝑥)𝑛 𝑑𝑥

とおく．以下の問いに答えよ．

(1) 定積分 ∫
2

0
𝑥3(2 − 𝑥) 𝑑𝑥 を部分積分法で求めよ．

(解答) ∫
2

0
𝑥3(2 − 𝑥) 𝑑𝑥 =

1
4∫

2

0
𝑥4 𝑑𝑥 =

8
5
.

(2) 𝑛 ≧ 1に対して，以下の漸化式が成り立つことを示せ．

𝐼 (𝑚, 𝑛) =
𝑛

𝑚 + 1
𝐼 (𝑚 + 1, 𝑛 − 1)

(解答) 𝐼 (𝑚, 𝑛) = ∫
𝑎

0
𝑥𝑚(𝑎 − 𝑥)𝑛 𝑑𝑥 =

𝑛
𝑚 + 1 ∫

𝑎

0
𝑥𝑚+1(𝑎 − 𝑥)𝑛−1 𝑑𝑥 =

𝑛
𝑚 + 1

𝐼 (𝑚 + 1, 𝑛 − 1).

(3) 定積分 ∫
2

0
𝑥4(2 − 𝑥)3 𝑑𝑥 を求めよ．

(解答) ∫
2

0
𝑥4(2 − 𝑥)3 𝑑𝑥 は 𝑎 = 2 のときの 𝐼 (4, 3) である．(2) より，𝐼 (4, 3) =

3
5
𝐼 (5, 2) =

1
5
𝐼 (6, 1) =

1
35

𝐼 (7, 0)とできる．よって，

𝐼 (4, 3) =
1
35 ∫

2

0
𝑥7 𝑑𝑥 =

32
35

となる．

問題 4 1から 9までの自然数をいくつか加えて 10にすることを考える．ただし，同じ数は
何度用いてもよいとし，加える数の順番のみが異なるものは同じとみなす．例えば，2個の
数を用いる場合は 1 + 9, 2 + 8, 3 + 7, 4 + 6, 5 + 5の 5通りある．以下の問いに答えよ．

(1) 3個の数を用いる場合は何通りあるか．
(解答) 1 + 1 + 8，1 + 2 + 7，1 + 3 + 6，1 + 4 + 5，2 + 2 + 6，2 + 3 + 5，2 + 4 + 4，3 + 3 + 4の 8

通りである．
(2) 8個以上の数を用いる場合は何通りあるか．

(解答) 8個のときは 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 3，1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2 + 2の 2通り，9個の
ときは 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2の 1通り，10個のときは 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1
の 1通りである．よって 4通りとなる．

(3) 全部で何通りあるか．
(解答) 残りの 4個から 7個を用いた場合を，(1)と (2)で得られた 10の分割の経験から
導くことで以下を得る．

2個 3個 4個 5個 6個 7個 8個 9個 10個
5通り 8通り 9通り 7通り 5通り 3通り 2通り 1通り 1通り

よって，全部で 5 + 8 + 9 + 7 + 5 + 3 + 2 + 1 + 1 = 41通りとなる．
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